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分枝限定法
— さらなる計算効率の希求 —
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1 はじめに

京都大学総合博物館の企画展に「工学の面白さを一般
の人に伝えるようなものを出せないか」と頼まれ，一目
見て直感的に理解できるものがよいと考え，当時研究室
で取り組んでいた矩形パッキング問題に対するメタ戦略
アルゴリズムのデモを展示することになった．さらに，
コンピュータの画面上のデモだけよりも，実際に触れる
ことのできるものをということで，問題の難しさを自分
の手で体験できるような木製パズルを作ろうということ
になり，第 1図のようなパズルができあがった．なるべ

第 1 図 木製のパッキングパズル

く隙間なく詰めることがこのパズルの目的であるが，こ
のパズルの特徴は，詰め込む矩形の組合せを自由に選べ
るところにあり，その選び方によって答えが変わる．こ
の点が普通のジグソーパズルのように答えが予め決まっ
ているパズルとの大きな違いである．ただし，選んだ矩
形の組合せによっては隙間が残る配置が最適かもしれず，
そのような場合には，最適値を知らない限り自分の出し
た答えが最適であることを確認できず達成感が得られな
い．そこで，このパズルの最適解を求めるためのアルゴ
リズムも作ろうということになった．その概略について
は後述するが，このように，近似解ではなく「厳密な最
適解」が必要になることがある．この他にも，例えば，
選挙区の区割問題 [22]のようにルールやシステム性能の
限界を見極めるために，厳密解が必要になることがある．
厳密な最適解を得るための戦略としては分枝限定法
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（branch-and-bound method）と動的計画法（dynamic
programming）が代表的であるが，本稿では前者に焦点
を当てる．分枝限定法は，計算困難な組合せ最適化問題
の実用的解決法として広く利用されてきた．今日，大規
模な問題例に対しては局所探索（ local search）やメタ
戦略（メタヒューリスティクス，metaheuristics）[26]な
どの近似解法が主流になってきているが，問題の規模や
タイプによっては厳密解を求めてしまう方が速いことが
ある．また，分枝限定法の探索を途中で打ち切れば近似
解法としても利用でき，この場合，最適値は分からなく
とも最適値の下界を知ることができる（最小化問題を仮
定している）．このような観点からも，分枝限定法は組
合せ最適化の基本戦略としてなくてはならないものであ
るが，計算機の急速な進歩とアルゴリズムの発展のおか
げで厳密解法が有効に働く規模が飛躍的に大きくなった
こともあり，近年再び脚光を浴びている．
本稿では，まず分枝限定法の考え方を手短かに概観し

たのち，アルゴリズムを設計する際の注意点について述
べるとともに，分枝限定法の発展形である分枝カット法
と分枝価格法の基本的なアイデアを説明する．さらに，
矩形パッキング問題への応用例や，分枝限定法に関連す
るその他の話題をいくつか紹介する．

2 分枝限定法の基礎

分枝限定法は，問題をいくつかの小規模な問題に分割
し，その全てを解くことで等価的に元の問題を解くとい
う考え方に基づいている．具体例を用いる方が分かりやす
いので，以下，一般化割当問題（generalized assignment
problem, GAP）を対象として説明を行うことにする．
GAP は，与えられた n 個の仕事 J = {1,2,...,n} を m

個のエージェント I = {1,2,...,m} に割当てたとき，割
当に伴うコストの総和を最小化する問題である．仕事
j ∈ J をエージェント i∈ I に割当てたときのコスト cij

と資源の要求量 aij (≥ 0)，および各エージェント i∈ I

の利用可能資源量 bi (> 0)が入力として与えられる．た
だし，これらの値はすべて整数値であるとする．各仕事
は必ずいずれか 1つのエージェントに割当てられなくて
はならず，また，各エージェントに割当てられた仕事の
資源要求量の総和は，そのエージェントの利用可能資源
量を越えてはならない．仕事 j をエージェント iに割当
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てるときに値 1，そうでないときに値 0を取る 0-1変数
xij を用いて，問題を以下のように定式化できる．

min f(x)=
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij (1)

s.t.
∑
j∈J

aijxij ≤ bi, ∀i∈ I, (2)

∑
i∈I

xij = 1, ∀j ∈J, (3)

xij ∈{0,1}, ∀i∈ I, ∀j ∈J. (4)

小規模な問題への分割は，例えば，ある 1つの変数の
値を 0または 1に固定し，それぞれの場合を個別に考
察することによって実現できる. このように問題を分割
する操作を分枝操作（branching operation）という．分
枝操作を繰り返し行うことで，すべての場合を列挙する
ことができるが，その過程は生成木と呼ばれる根付き木
を用いて表現できる．生成木において，根は元の問題に
対応し，その 2つの子はそれぞれある変数の値を 0 ま
たは 1に固定した 2つの場合に対応する．その他の節
点も同様である．よって，内部の節点は根からその節点
への路に対応していくつかの変数の値を 0 か 1 に固定
した問題に対応し，葉は全ての変数の値が定まった解に
対応する．一部の変数の値が固定された問題を部分問題
（partial problem）と呼び，この例の場合，部分問題も
やはりGAPである．
分枝限定法では，実際に全ての葉を列挙するわけでは

なく，その一部分だけを生成する．生成木のうち実際に
生成された節点のみから成るものを探索木（search tree）
という．ある部分問題（節点）に対して，(i)その最適値，
(ii) その部分問題が実行不可能であること，(iii) その部
分問題の最適解が元の問題の最適解とはならないこと，
のいずれかが分かれば，その部分問題をこれ以上調べる
必要はなく，その下の節点（子孫と呼ぶ）の探索を省略で
きる（終端する（terminate）という）．これを限定操作
（bounding operation）と呼ぶ．探索の過程で，まだ終
端されていない部分問題を活性（active）であるといい，
全ての部分問題が終端されたとき，つまり活性部分問題
がなくなったとき，分枝限定法は厳密な最適解を与える
（もしくは実行可能解が存在しないことを証明する）．
限定操作の例としては，下界値テストが一般的であ

る．制約 (4)「xij ∈{0,1}」を「0≤xij ≤ 1」1に緩和し
た線形計画（ linear programming, LP）問題（LP緩和
問題と呼ぶ）を考えると，この LP緩和問題の最適値の
小数部を切り上げた値は，GAPの最適値の下界（ lower
bound）を与える．すなわち，GAP の任意の実行可能
解 x に対し，

f(x)≥� LP緩和問題の最適値 �

が成り立つ．なお，LP緩和問題の最適値は多項式時間で
1GAPの場合「xij ≥ 0」と緩和したものも等価である．

求まる．一方，上界（upper bound）値については，近
似解法等を用いて実行可能解を 1つでも得ることができ
れば，その目的関数値が最適値の上界となる．また，探
索が生成木の葉に到達したときにも実行可能解が得られ
る場合がある．これまでの探索で得られている最良の上
界値を暫定値（ incumbent value）という．このように
して得られた上下界値を用い，「ある部分問題の下界値が
暫定値以上であれば，その子孫を調べる必要はない」こ
とが結論できる．その部分問題の子孫を全て調べても，
暫定値よりもよい目的関数値を持つ解は見つからないか
らである．以上が下界値テストである．（最大化問題の場
合は上界と下界の役割が入れ替わる．）
なお，計算時間の都合などにより活性部分問題が残っ

ている状態で探索を終了し，その時点での暫定値を出力
する方法もしばしば用いられる．このとき，出力した値
が最適である保証はなく，分枝限定法を近似解法として
用いることになるが，この場合でも，活性部分問題の下
界値の最小値が元の問題の下界値となり，出力値の精度
を測る指標としてこれを用いることができる．

3 アルゴリズム設計の勘所

分枝限定法に基づいたアルゴリズムを設計する際，性
能を大きく左右する重要なポイントがいくつか存在する．
本節ではその基本的なものを紹介する．
まず分枝操作の実現方法について，前節では 1つの変

数 xij を 0か 1に固定する方法を紹介したが，このと
き，どの変数を選ぶかが重要となる．例えば，LP緩和
を用いる場合は，その最適解 x̄ において x̄ij の値が 0.5
に近い変数で分枝するなどの戦略が広く用いられる．ま
た，別の分枝操作も色々考えられる．例えば，あるエー
ジェント集合 I ′ ⊂ I に対して

∑
i∈I′ xij = 1 の場合と∑

i∈I\I′ xij =1 の場合の 2つに分割するなどである．こ
の方法を採る場合，I ′ と I \I ′ の両方に x̄ij > 0 なる変
数が含まれるように集合 I ′ を選ぶとよい．分枝操作で
生成される 2つの部分問題のどちらにおいても x̄ はその
LP緩和問題の実行可能解とはならず，よりよい下界値
が得られる可能性が高まるからである．
一般に，よりよい下界値を得ることは，部分問題が最

適解を含まない場合に下界値テストによって終端される
可能性が高まり，探索木の節点数を減らす効果がある．
しかし，よい下界値を得るために各節点で多くの計算時
間を費やしたのでは分枝限定法全体の性能向上にはつな
がらない．したがって，よりよい下界値をできるだけ高
速に得ることが望ましいが，通常，下界値の精度と計算
速度の間にはトレードオフがあり，ここにどのような方
法を用いるかが分枝限定法の成功の鍵といえる．
前節で LP緩和問題を用いる方法について説明したが，

LP問題を解くにはある程度計算コストがかかるため，
より手軽な方法としてラグランジュ緩和（Lagrangian
relaxation）を用いる方法も広く利用されている．具体
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的な方法は色々考えられるが，GAPの場合は，容量制
約 (2)を緩和するものと割当制約 (3)を緩和するものの 2
つがよく知られている．制約 (2)に対するラグランジュ
乗数ベクトルを u=(u1,u2,...,um)∈Rm

+（R+ は非負実
数全体の集合）として，前者は以下のように定義できる．

Lrec(u) = min
∑
i∈I

∑
j∈J

(cij +uiaij)xij −
∑
i∈I

uibi

s.t.
∑
i∈I

xij = 1, ∀j ∈J, (5)

xij ∈{0,1}, ∀i∈ I, ∀j ∈J.

この問題の最適解 x は，各 j に対して cij +uiaij を最
小にする i を i∗j として

xij :=

{
1, i= i∗j ,
0, i 	= i∗j ,

(6)

と簡単に定まる．後者の問題は，制約 (3)に対するラグ
ランジュ乗数ベクトルを v = (v1,v2,...,vn)∈Rn（R は
実数全体の集合）として，以下のように定義できる．

Lasgn(v) = min
∑
i∈I

∑
j∈J

(cij −vj)xij +
∑
j∈J

vj

s.t.
∑
j∈J

aijxij ≤ bi, ∀i∈ I, (7)

xij ∈{0,1}, ∀i∈ I, ∀j ∈J.

問題 (7)は m 個の独立した 0-1ナップサック問題（0-1
knapsack problem）に分割できる．0-1ナップサック問題
はNP困難であるが，現実的に最適解を得ることがGAP
よりも容易であることが知られている (例えば [19])．そ
れでもやはり Lrec(u)に対して最適な xを求める場合よ
りも計算コストは高い．任意の u∈Rm

+ と v ∈Rn に対
してLrec(u)と Lasgn(v)は f(x) の下界を与えるが，で
きるだけ大きな下界を得ることが望ましい．Lrec(u) や
Lasgn(v) を最大にする u や v を求める問題はラグラン
ジュ双対（Lagrangian dual）問題と呼ばれ，この問題に
対する実用的な近似解法として劣勾配法（subgradient
method）[7,14]を利用するのが一般的である．なお，最
適な乗数 u∗ と v∗，および LP緩和問題の最適値 LP∗

に対しては，

Lasgn(v∗)≥Lrec(u∗)=LP∗

が成立することが知られており，多くの場合 Lasgn(v∗)
の方がよりよい下界を与える．このように，下界の精度
と計算コストの間にトレードオフがある場合，いろいろ
試して検証することが推奨される．
下界値の精度を上げる有効な手段のひとつに，妥当不

等式（valid inequality）を用いる方法がある．ある線形
不等式制約を元の問題の任意の実行可能解が満たすとき，
その制約を妥当不等式あるいは切除平面（cutting plane）
と呼ぶ．LP緩和問題の実行可能解の中にはそのような制

約を満たさないものも有り得るので，LP緩和問題に妥当
不等式をいくつか追加することで，よりよい下界値が得
られる可能性がある．このアイデアを分枝限定法に組み込
んだものを総称して分枝カット法（分枝切除法，branch-
and-cut method）と呼ぶ [11,23]．GAPに対する簡単な
例を紹介しておこう（より高度な方法については [20,21]
などを参照）．GAPの LP緩和問題に対する最適解を x̄

とし，あるエージェント i において 0 < x̄ij < 1 を満た
す j が存在するとする．この i に対し，x̄ij > 0 を満た
す j を aij の降順に整列し，その結果を j1,j2,...とする
（すなわち aij1 ≥aij2 ≥···）．∑k−1

l=1 aijl
≤ bi <

∑k
l=1aijl

を満たす k に対し Ji = {j1,j2,...,jk} と定義すれば，∑
j∈Ji

xij ≤ |Ji|−1 は妥当不等式となる．よって，x̄が
この制約を満たしていない（すなわち

∑
j∈Ji

x̄ij > |Ji|−1
が成り立つ）場合，この制約を追加することで下界値が
上がる可能性が高い．
よい上界値を早い時点で得ることも下界値テストをよ

り強力なものにするのに効果的である．例えば初期暫定
値として高い精度のものを得るために，メタ戦略などの
高度なアルゴリズムを組み込むこともしばしば行われる
（GAPに対するメタ戦略については，例えば [27] を参
照）．分枝を開始した後も，各部分問題において，簡便な
方法を用いて上界値計算を行うことも多い．この実現方
法としては，下界値計算にラグランジュ緩和を用いる場
合に，そこから得られる情報を利用するラグランジュ近
似解法（Lagrangian heuristics）や，LP緩和問題を利
用する場合に，その最適解に多少の修正を加えて元の問
題の実行可能解を得ようとする方法などが代表的である．
活性部分問題の中から次の探索対象としてどれを選

ぶかの戦略（探索法（search strategy）と呼ぶ）も分
枝限定法の性能に大きな影響を与える．深さ優先探索
（depth-first search）は，最後に生成された部分問題を
優先する方法であり，実装が容易であるためしばしば利
用される．この戦略では，根から現在探索中の節点に至
る路上の節点の兄弟のみに活性節点が現れるため，記憶
容量が小さくて済むという利点がある．別の戦略とし
て，活性部分問題それぞれに対して最適値の推定値を計
算しておき，その値が最小のものを優先する方法もよく
知られており，最良優先探索（best-first search）あるい
は発見的探索（heuristic search）と呼ばれる．この戦略
を用いることで，よい上界値を早く見つけられる可能性
が高まるため，とくに，探索を途中で打ち切り分枝限定
法を近似解法として利用する場合に有効である．また，
計算終了までに調べる部分問題の個数を低く抑えられる
ことも期待できる．しかし，深さ優先探索に比べ多くの
記憶容量を必要とする傾向にあり，実装もやや複雑にな
る．なお，最適値の推定値として緩和問題の最適値（下
界値）を用いることも可能であり，この場合，最良下界
探索（best-bound search）とも呼ばれる。
簡単な考察に基づき，最適性を失うことなく一部の
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変数の値を固定できることがあり（変数固定，variable
fixing），その実現法を釘付けテスト（pegging test）など
と呼ぶ．探索の前処理として用いることが多いが，部分問
題の縮小にも利用できる．例えば，GAPの例で緩和問題
(5)を用いる場合を考える．便宜上 cij(u)= cij +uiaij と
定義しておく．いま，ある部分問題においてその緩和問題
の最適値 Lrec(u) は暫定値より小さいとする．この緩和
問題の最適解 xは式 (6)で与えられるが，仮にある仕事
j に対して変数 xi∗

j
,j の値を 0に固定したとすると，緩和

問題の最適値 Lrec(u) は，mini∈I\{i∗
j
}cij(u)−ci∗

j
,j(u)

だけ増加することが容易に計算できる．したがって，こ
の値を Lrec(u) に加えたものが暫定値以上になる場合，
この部分問題において xi∗

j
,j =0を満たす解を探索する必

要はないことが結論づけられ，xij = 1 (i = i∗j )，xij = 0
(i 	= i∗j )に固定することができる．同様に xij =1 (i 	= i∗j )
と固定した場合の増加量は cij(u)−ci∗

j
,j(u) で与えられ

るため，これを Lrec(u) に加えたものが暫定値以上にな
る場合，xij =0に固定できる．なお，この例のような上
下界に基づく釘付けテストが有効に働くには，上下界が
ある程度近いことが必要である．
問題の定式化の仕方にはいろいろあるが，部分構造の

列挙に基づいた方法もしばしば有効である．一例として
GAPを集合分割問題（set partitioning problem）に定
式化する方法を紹介しておく．各エージェント i∈ I に
対し，仕事集合 J ′ ⊆ J の中で資源制約

∑
j∈J′ aij ≤ bi

を満たすもの全てを（仮想的に）番号づけし，その添字
集合を Ci と書くことにする．各 k∈Ci に対応する仕事
集合を Jk

i ⊆ J とし，それらの仕事をエージェント i に
割当てたときのコストを dk

i =
∑

j∈Jk
i
cij とする．また，

j ∈ Jk
i (j 	∈ Jk

i ) ならば δk
ij = 1 (0)と定める．これらを

用いてGAPを以下のように定式化できる．

min
∑
i∈I

∑
k∈Ci

dk
i yk

i (8)

s.t.
∑
i∈I

∑
k∈Ci

δk
ijy

k
i = 1, ∀j ∈J, (9)

∑
k∈Ci

yk
i = 1, ∀i∈ I, (10)

yk
i ∈{0,1}, ∀k∈Ci, ∀i∈ I. (11)

もちろん Ci の全ての要素を実際に列挙するのは現実的
ではなく，探索に必要と思われるものだけをうまく生成
する手立てが必要となる．これを実現する方法として，
制約 (11)を 0≤ yk

i ≤ 1 に緩和した LP問題の場合には
列生成（column generation）法 [8,9] を用いることがで
きる．列生成法では，まず，各Ci を十分小さな C ′

i ⊂Ci

に置き換えた LP問題を考え，その最適解 x̄ を求める．
このとき，制約 (9)と (10)の双対変数を v̄j (j ∈ J)およ
び w̄i (i∈ I)として，条件

∑
j∈J′(cij − v̄j)<w̄i および∑

j∈J′ aij ≤ bi を満たす (i,J ′)の組が存在すれば，J ′ を
C ′

i に追加し再び LP問題を解くことによって通常は解

を改善できる．逆にそのような (i,J ′) が存在しなけれ
ば，x̄ は元の（C ′

i ではなく Ciで定義される）LP問題
の最適解となるので，そのような解を得るには，C ′

i に
適当な仕事集合 J ′ を追加しながら繰り返し LP問題を
解けばよい．ここで，上述の条件を満たす (i,J ′) を求め
る（あるいは存在しないことを結論づける）問題をいか
に効率よく解くかがアルゴリズム設計において重要とな
る．GAPの例においては，それぞれの i∈ I に対し，条
件

∑
j∈J′ aij ≤ bi のもとで

∑
j∈J′(cij − v̄j) を最小にす

る J ′ を求める問題，すなわち 0-1ナップサック問題を
解けばよい．これは，被約費用（reduced cost）が最小
の変数 yi

k を求めることに相当し，一般に価格付け問題
（pricing problem）と呼ばれる．ところで，列生成法自
体は LP問題を解くものであり整数解を得るものではな
い．そこで，整数解を求めるために分枝限定法と組合せる
方法が考えられ，これを分枝価格法（branch-and-price
method）と呼ぶ [2]．分枝価格法を設計するときには，
価格付け問題の構造をよく考えた上で分枝操作を定め
る必要がある．例えば GAP の場合，ある変数 yk

i の値
を 0 または 1 に固定する方法が考えられるが，yk

i の
値を 0に固定した部分問題においては条件 J ′ 	= Jk

i を
考慮することになり，その結果，価格付け問題を通常の
0-1ナップサック問題として定式化できなくなる．その
ため，分枝操作には元の定式化における変数 xij を用い
ることで価格付け問題の構造を保つ方法が提案されてい
る [24]．なお，列生成法とともに切除平面を分枝限定法
に組み込むことも可能であり，この場合は分枝価格カッ
ト法（branch-and-price-and-cut）と呼ばれる [1]．

4 矩形パッキング問題への適用例

ここまで GAP を例に説明を行ってきたが，少々タイ
プの異なる問題への適用例として矩形パッキング問題
への適用例を紹介しよう [17]．この問題には様々なバリ
エーションがあるが，ここでは以下を考える．n 個の矩
形 R = {1,2,...,n} が与えられ，矩形 i∈R の幅と高さ
をそれぞれ wi, hi とする．このとき，すべての矩形を重
なりなく幅 W , 高さ H の長方形領域に隙間なく配置す
ることができれば yes，できなければ noを返す．このよ
うに隙間のない配置のことを完全パッキングと呼び，完
全パッキングが存在するためには，

∑n
i=1hiwi =HW で

なくてはならない．なお，この問題は最適化問題ではな
く実行可能性を判定する決定問題である．また，等式や
不等式による定式化を前提としないという点でも，GAP
の例とは異なる．しかし，分枝操作により生成木を定義
し，限定操作により探索木の節点数を減らすという分枝
限定法の基本的な考え方に相違はない．
本節で紹介する分枝限定法は，分枝操作により，ある

1つの矩形の配置を固定するものである．したがって，
生成木の深さ d の節点は，d個の矩形の配置が固定され
た部分問題に対応する．分枝操作の具体的な実現方法と
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しては例えば以下の方法が考えられる．いま，ある部分
問題においていくつかの矩形の配置が定まっているもの
とする．ここで，まだ矩形が置かれていない領域（以下，
未配置領域と呼ぶ）に着目すると，完全パッキングに隙
間は存在しないので，残りの矩形で未配置領域を埋め尽
くさなくてはならない．そこで，未配置領域の中で最も
下に位置し，さらに最も左にある点を考え，そこにどの
矩形を置くかによって分枝する．このとき，他の矩形と
重なることなく，かつ長方形領域からはみ出すことなく
配置することのできる矩形に対してのみ分枝すればよく，
そのような矩形が存在しない場合には部分問題を終端す
ることができる．分枝の結果，完全パッキングが得られ
れば yes を出力して分枝限定法全体が終了する．また，
完全パッキングを発見することなくすべての部分問題が
終端されれば答えは no である．
他には，分枝操作で矩形を 1つ配置するとき，「矩形が

置かれている領域と未配置領域が 1本の右下がりの階段
状の境界線によって分離される」という条件（第 2図参
照）を満たす範囲ですべての可能性を考え，それぞれに
ついて子節点を生成する方法も可能である．詳細は省略

W

H

第 2 図 1本の右下がりの階段状の境界線によって 2分され
た長方形領域の例

するが，列挙する矩形の配置をこのように限定しても，
答えが yes の場合には完全パッキングが得られることが
証明できる．また，この分枝操作が探索木の節点数を減
らすのにしばしば有効であることが数値実験により確か
められている．ただし，この分枝操作で定義される生成
木には，同じ部分問題に対応する複数の異なる節点が存
在する可能性があり，無駄な探索を行わないための工夫
が必要になる．
限定操作には，以下のテストが利用可能である．ここ

でも，「完全パッキングに隙間は存在しない」という性
質を活用することになる．ある部分問題において，まだ
配置が固定されていない矩形集合を R′ ⊂R とする．こ
のとき，未配置領域に横方向の長さがちょうど l の隙間
が存在するとすれば（第 3図参照），l は，残りの矩形
i∈R′の横の長さ wi を組合せて実現できる長さでなく
てはならない．つまり，条件

∑
i∈R′′ wi = l を満たす矩

形集合 R′′ ⊆R′ が存在しなくてはならず，存在しない
場合には，残りの矩形を用いて隙間を完全に埋めること
はできないと結論づけられる．隙間の縦方向の長さに対

W

H
l

第 3 図 残りの矩形で埋めるべき隙間の例（隙間の長さは横
方向のみ図示）

しても同様のテストを行うことができ，条件を満たす矩
形集合 R′′が存在しない l が 1つでも存在すれば，部分
問題を終端することができる．なお，条件を満たす矩形
集合 R′′ の存在性判定問題は部分和問題（subset-sum
problem）に帰着される．この問題は NP困難であるこ
とが知られているが，実際には動的計画法を用いて比較
的高速に解くことができる．

5 関連の話題

最後に，関連する話題をいくつか紹介しておこう．分
枝限定法に基づく方法が広く用いられている問題の一つ
に混合整数計画（mixed integer programming, MIP）
問題がある．その汎用性から MIP問題を解くアルゴリ
ズムのニーズは高く，商用のものを含め多数のソフト
ウェアが存在する．近似解法として利用されることも多
く，今もなおアルゴリズムの改良が活溌に行われてい
る．MIP問題に対する分枝限定法を近似解法として用
いることを念頭に置いた技法として（とは言え，分枝
限定法の厳密性を失うものではない），局所分枝（ local
branching）と呼ばれる分枝規則が提案されており [6]，
商用のパッケージにも組み込まれている．これは，発見
的手法としてよく用いられる局所探索法のアイデアを取
り入れたものであり，「よい解の近くにはよい解が存在す
る」という仮説に基づいている．n変数のMIP問題を考
え，そのうち n′ (< n)個が 0-1変数であるとしよう．2
つの解 x1 と x2 の距離を，両者で値が異なる 0-1変数
の数と定義しておく．局所分枝は，暫定解 x に対して，
x との距離が k (< n′)以下である場合と k+1以上であ
る場合の 2つを考え，分枝する方法である（それぞれ不
等式を 1つ追加することで実現可能）．そして，前者を
先に探索することで，より早い段階での暫定値更新を期
待するものである．なお，局所分枝の枠組みは柔軟であ
り，解の間の距離を定義し，暫定解からの距離に関する
不等式制約を扱うことができれば，0-1変数を含まない
MIP 問題や別の特定の問題に対しても適用可能である．
分枝限定法の効率化のために，主に人工知能の分

野で研究されている制約プログラミング（constraint
programming）において中心的役割を果たす制約伝播
（constraint propagation）の考え方を利用することも可
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能である．すなわち，前処理として，あるいは部分問題
において，複数の制約を論理的に考察することで探索す
べき解空間（探索空間）を縮小する方法である．縮小の
結果，ある変数の値域が空になれば部分問題を実行不可
能として終端することもできる．基本的に前述の変数固
定と目指すところは同じであると言える．スケジューリ
ング問題に対する簡単な例を紹介しておこう（より詳し
くは例えば [4]を参照）．1台の機械で複数の作業 V を処
理するものとする．ただし，作業の中断は許されず，2つ
の作業を同時に処理することもできない．各作業 i∈V

は処理時間 pi を持ち，開始時刻 xi は，ei ≤xi ≤ li を満
たす変数であるとする．このとき，ある作業集合 U ⊆V

とそれに含まれる作業 i∈U に対して，条件

max
u∈U\{i},v∈U,u �=v

(lv +pv −eu)<
∑
j∈U

pj (12)

が成立すれば，作業 i は U に含まれる他のどの作業
j ∈U \{i}よりも先に処理されなくてはならず（すなわ
ち xi +pi ≤xj），この制約を満たさない解は探索する必
要がないことを結論できる．(12)式の左辺は，i 以外の
作業の開始可能時刻 eu の最小値から納期 lv +pv の最
大値までの時間であり，i を最初に行わない場合に U 内
の作業に費やせる処理時間の上界を与えるからである．
このとき，例えば ej <ei +pi が成立していたとすれば，
変数 xj の値域は縮小されることになるが，この結果，
別の U と i の組が式 (12)を満たして新たな制約が導か
れる可能性もある．このように制約を伝播させていくこ
とで，探索空間の縮小を連鎖的に行えることもある．な
お，これらの操作を前処理としてだけ利用するか，分枝
後もそれぞれの部分問題に対して適用するかは，条件判
定に要する計算時間とその効果とのバランスを考慮して
決定する必要がある．
代表的な組合せ最適化問題である巡回セールスマン問

題（traveling salesman problem, TSP）については，都
市数 n の大きな問題例に対して厳密な最適解を求める競
争が世界レベルで行われている．最近では，n = 33,810
のもの（TSPLIBの pla33810）が厳密に解けたとの記
録がある [3].1 このような記録更新は，切除平面に対す
る工夫による貢献が大きい（TSPに対する切除平面につ
いては [16,28] などに説明がある）．これよりも少々規模
は小さいが，スウェーデンの 24,978都市を巡回する最適
巡回路を図 4に示しておく．ただし，これらの記録は多
数の計算機を用いて非常に長い時間をかけて得られたも
のであり，これほどの規模の問題例が実用的に解けるわ
けではないことを断っておく．

TSP の一般化で，より実用的な問題である配送計画
問題（vehicle routing problem, VRP）にも分枝限定法
はしばしば適用されてきた．VRP は，複数の配送車で

1http://www.tsp.gatech.edu/などを参照．

第 4 図 スウェーデンの 24,978都市を巡回する最適巡回路

顧客をまわるとき，配送車の台数や総移動距離を最小化
する問題である．ただし，顧客の時間枠制約や配送車の
容量制約などの付加的な制約が課せられることも多く，
その結果，実行可能なルートが制限されるような場合に
は，3節で述べた集合分割問題としての定式化を行うこ
とで分枝価格法が有効に働く（例えば [25]など）．集合
分割問題への定式化は，VRPの他，航空機の乗務員ス
ケジューリング [10]や人員スケジューリング [5]などに
対してもよく行われる．また，これらの問題は，集合分
割問題の等号制約を不等号制約にした集合被覆問題（set
covering problem）として定式化されることも多い．

6 おわりに

本稿では，分枝限定法の基礎とその発展形，および関
連の話題について概説した．主に GAPと矩形パッキン
グ問題を取り上げて基本的なアイデアを紹介したが，こ
の他にも様々な工夫を取り入れることが可能であり，そ
の結果かなりの規模の問題例が厳密に解けるようになっ
てきている．（問題タイプにもよるが，GAPでは 0-1変
数で 4000変数程度のものが，矩形パッキング問題では
矩形数 50程度のものが，実用的な時間で厳密に解けてい
る [17,21]．）なお，分枝限定法の基本部分に関して詳し
い説明がある和書として [15,18]を挙げておくので，興
味のある読者は参照して頂きたい．ところで，分枝限定
法以外にも，組合せ最適化に対する厳密解法としては動
的計画法が古くから知られている．これらはともに列挙
をスマートに行う方法であるが，近年，列挙にも切除平
面にも基づかない整基底法（ integral basis method）と
呼ばれる手法が注目されており，今後の発展が期待され
ている [12,13]．このように，厳密解法の研究は今も発
展し続けており，本稿で取り上げていない話題も多数あ
るが，本稿が厳密解法の研究を志す読者の一助となれ
ば幸いである．最後に，本稿の執筆にあたり有益なコメ
ントをいただいた茨木俊秀，藤重悟，永持仁，梅谷俊治，
今堀慎治の諸氏に謝意を表する．
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