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概要

半無限計画問題とは，有限次元の決定変数と無限個の制約式で特徴付けられる最適化問

題であり，幅広い分野に応用が可能なことから，これまで盛んに研究がなされてきた．し

かし，既存の研究の殆どは等式制約および不等式制約のみで表されるような問題を対象

としており，二次錐制約を含むような半無限計画問題に対する研究はこれまで殆どなさ

れていなかった．そこで，本研究では，Lai and Wuの提案した切除平面アプローチを二
次錐制約を含む半無限計画問題に拡張した手法を提案する．また，アルゴリズムにおけ

る部分問題とその双対問題の解が満たすべき二次錐相補性条件に対して，Jordan代数に
基づいた解析を行うことにより，提案手法の収束性を示す．さらに，アルゴリズムの性

能を調べるために行ったいくつかの数値実験の結果も合わせて報告する．
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1 はじめに
半無限計画問題 (Semi-infinite programming problem: SIP) [2, 13, 14, 15, 24] とは，有限

次元のベクトル引数をもつ関数を無限個の制約の下で最小化する問題であり，以下のように
記述される．

Minimize f(x)

subject to x ∈ X, g(x, t) ≥ 0 (∀t ∈ T ). (1.1)

ここで，X ⊆ <n は与えられた凸集合，T はコンパクトなHausdorff空間，f : <n → < およ
び g : <n × T → < は与えられた関数である．もし，T が有限個の要素をもつような集合な
らば，問題 (1.1)は有限個の制約をもつ普通の非線形計画問題である．

SIPの解を求めるため，これまで多くの手法が研究されてきた．離散化法 (discretization

method) [19, 22]はその中でも重要な手法の一つである．この手法では，各反復において，集



合 T を有限集合 Tk ⊂ T で近似した部分問題を解き，反復が進むにつれて |Tk|を大きくして
いく．より詳細にいうと，各反復で以下のような非線形計画問題:

Minimize f(x) subject to x ∈ X, g(x, t) ≥ 0 (∀t ∈ Tk) (1.2)

を解き，Tkの密度を高くしていくことによって，xkを SIP (1.1)の解に収束させていくもの
である．しかしながら，この手法では反復が進むにつれて Tkの要素数が膨大になり，その
結果，計算コストがとても大きくなってしまうという欠点がある．離散化法以外に，置換法
(exchange method) [13, 23]や逐次KKT法 [24]なども有効な手法として知られている．除去
法 (reduction method)は [9, 12, 13]などの文献で提案された手法であり，集合 T が二回微分
可能な関数 cj : <m → <, j = 1, . . . , rによって T = {t | cj(t) ≤ 0, j = 1, . . . , r} と表される
SIPを対象としている．典型的な除去法およびそれに基づいた手法では，各反復 kにおいて，
最適化問題

Minimize g(xk, t) subject to t ∈ T

を解き，さらに，その解集合 Skに対して以下の問題を解く．

Minimize f(x) subject to g(x, t) ≥ 0, ∀t ∈ Sk

そして，次の反復点xk+1を得る．ある種の正則性の仮定 [19]の下で集合 Skが有限，すなわ
ち部分問題が普通の非線形計画問題に帰着することが証明されている．除去 SQP法，離散化
SQP法，信頼領域法タイプの手法もまた何人かの研究者によって研究されてきた [4, 16, 21]．
これらの手法は適当な条件の下で大域的収束性を示すが，すべての局所最適解を見つけるの
は非常に困難で計算コストがかかる．文献 [20]では，問題 (1.2)のすべての局所最適解を探
し出すことがいかに困難であるかについて言及している．Lai and Wu [15]は，X = <n

+で
あり，関数 gが tを固定したときにxに対して線形であるような SIPに対して，切除平面ア
プローチの一種である explicit algorithmを提案した．この手法では，離散化法と同様，各反
復で T を有限集合 Tkでおきかえた部分問題を解くが，各反復で有効な制約だけを保持する
ため，|Tk| ≤ nという関係が常に保証され，計算コストを大幅に節約できるというメリット
がある．
本論文では，以下のような二次錐制約と無限個の線形不等式を含むような SIPを考える．

Minimize cT x

subject to x ∈ Kn, a(t)T x− b(t) ≥ 0 (∀t ∈ T ), (1.3)

ここで，ベクトル c ∈ <nおよび関数 b : T → <, a : T → <nは与えられており，Kn ⊂ <nは
以下で定義される n次元の二次錐 (Second-order cone: SOC)である．

Kn :=
{
x = (x1, x̃) ∈ < × <n−1

∣∣∣ x1 ≥ ‖x̃‖
}
.

本論文を通して，‖ · ‖はユークリッドノルムを表すものとする．また，ベクトル x ∈ <nは
x := (x1, x̃) ∈ < × <n−1のようにも表記され，x̃ := (x2, . . . , xn)T ∈ <n−1である．ただし，
n = 1の場合はK1は非負実数の集合，すなわちK1 = <+である．SIP (1.3)において，制約
x ∈ Knの代わりに x ∈ Kn1 × · · · × Knm（ただし n1 + · · · + nm = n）という直積制約を考



えた方がより一般的ではあるが，本稿では簡単のため一つの二次錐に対する制約のみを考え
る．また，T が有限個の要素をもつような集合ならば，問題 (1.3)は有限個の制約をもつ，い
わゆる二次錐計画問題 (Second-order cone programming: SOCP) [1]に帰着されることに注
意する．

近年，二次錐を含む問題に対する研究が多くの注目を集めてきた．その中でも最もよく
知られているのが二次錐計画問題 (SOCP) である．この問題は凸二次計画問題をサブクラス
として含み，現在のところ主双対内点法が有効な手段として確立されている [1, 17]．また，
最近では，線形計画問題の単体法に基づいたアプローチも提案されている [18]．一方，非線
形な関数を含む SOCPはより複雑であり，研究もそれほど多くはない．文献 [25]では，著者
らはバリア関数とポテンシャル関数によって構成されるような主双対メリット関数を含むア
ルゴリズム提案しており，その大域的収束性を示している．二次錐相補性問題 (Second-order

cone complementarity problem: SOCCP)は線形相補性問題や非線形相補性問題 [5, 6]を二
次錐制約へと拡張した問題である．文献 [8]では，著者らは Jordan代数を SOCCPに導入し，
アルゴリズムを構築する上で必要ないくつかの平滑化関数に対する性質を分析した．また，
[8]の分析に基づき，平滑化法と正則化法を組み合わせたアルゴリズムが [11]で提案されて
おり，ある種の単調性の仮定の下で大域的収束性と二次収束性を有することが証明されてい
る．その他にも，Jordan代数に基づいたベクトル値関数の性質に関する研究 [3]や大規模問
題に対する行列分割法 [10]なども最近の SOCCPの研究として挙げられる．

本研究の目的は，二次錐制約を含む SIP (1.3)を解くためのアルゴリズムを構築し，その
収束性を示すことである．実際，本研究で提案するアルゴリズムは，Lai and Wuが非負ベ
クトル制約と無限個の線形関数を含む SIPに対して提案した explicit algorithm [15]を拡張
したものである．しかしながら，その解析の方法は全く異なる．実際，[15]では相補スラッ
ク条件を成分毎に分解した上で収束解析を行っているが，SIP (1.3)に対する相補スラック条
件は二次錐に特化した相補性条件を含むため，成分毎の解析は本質的に意味をなさない．そ
こで，本研究では Jordan代数におけるスペクトル分解を導入し，それに基づくある種の座
標系を定義して，その座標系の下でアルゴリズムの収束性を示す．

本稿の構成は次のようになる．2節では，まず二次錐に対するスペクトル分解の概念を紹
介する．また，SIP (1.3)に対する双対定理と相補スラック条件を記述する．3節ではSIP (1.3)

に対する explicit algorithmを提案し，適当な仮定の下で収束性を示す．4節では数値実験の
結果を示す．5節ではまとめと今後の課題を述べる．

2 準備

2.1 二次錐に対するスペクトル分解

まず，二次錐に対するスペクトル分解を導入する．これは，Jordan代数 [7]におけるト
ピックの一つであり，アルゴリズムにおける反復点と二次錐との関係を記述するのに重要な
役割を演ずる．

n ≥ 2であるような任意のベクトル x := (x1, x̃) ∈ < × <n−1に対して，そのスペクトル



値 λ1(x), λ2(x) ∈ <, およびスペクトルベクトル v1(x), v2(x) ∈ <nを以下で定義する．

λi(x) := x1 + (−1)i‖x̃‖,

vi(x) :=





1

2

(
1, (−1)i x̃

‖x̃‖

)
(x̃ 6= 0),

1

2

(
1, (−1)iw

)
(x̃ = 0),

(i = 1, 2)

ここで，w ∈ <n−1は ‖w‖ = 1であるような任意のベクトルである．このとき，xに対する
スペクトル分解が

x = λ1(x)v1(x) + λ2(x)v2(x). (2.1)

で定義される．ここで，λ1(x) ≤ λ2(x)が常に成立し，λ1(x) ≥ 0ならばそのときに限り
x ∈ Knであることに注意する．さらに，λ1(x) = 0であることと x ∈ bdKn (Knの境界)が
同値であり，λ1(x) > 0であることと x ∈ intKn (Knの内部) であることが同値であること
にも注意する．また，‖v1(x)‖ = ‖v2(x)‖ = 1/

√
2 および v1(x)T v2(x) = 0が常に成り立つ．

2.2 双対定理と相補スラック条件

次に，SIP (1.3)に対する双対定理と相補スラック条件を紹介する．M(T )を T における
すべての有界な正則ボレル測度を含む空間とし，M+(T )をM(T )に含まれる非負錐とする．
このとき，SIP (1.3)の双対問題は以下で与えられる．

Maximize
∫

T
b(t)dµ(t)

subject to µ ∈ M+(T ), c−
∫

T
a(t)dµ(t) ∈ Kn. (2.2)

ただし，
∫

T
a(t)dµ(t) :=

(∫

T
a1(t)dµ(t), . . . ,

∫

T
an(t)dµ(t)

)T

∈ <n

である．任意の主双対の実行可能解の組 (x, µ), に対して弱双対定理が成り立つ．

cT x ≥
∫

T
b(t)dµ(t).

さらに，ある条件の下で強双対定理も成り立つ．

命題 2.1 (強双対定理)

(a) 主問題 (1.3)が最適解 x∗を持つとする．また，任意の t ∈ T に対してなるような実行
可能点 x ∈ Knが存在するとする．このとき，双対問題 (2.2)は最適解 µ∗ ∈ M+(T ) を
もち，cT x∗ =

∫
T b(t)dµ∗(t)を満たす．

(b) 双対問題 (2.2)が最適解µ∗を持つとする．また，任意の t ∈ Tに対してc−∫
T a(t)dµ(t) ∈

intKn となるような実行可能点µ ∈ M+(T )が存在するとする．このとき，主問題 (1.3)

は最適解 x∗ をもち，cT x∗ =
∫
T b(t)dµ∗(t)を満たす．



強双対性定理を用いて，SIP (1.3)に対する相補スラック条件を導くことができる．

命題 2.2 (相補スラック条件) x∗ ∈ <nと µ∗ ∈ M(T )をそれぞれ (1.3)と (2.2)の実行可能解
とする．また，命題 2.1 (a)か (b)の仮定のいずれかが成立するものとする．このとき，x∗と
µ∗がいずれも最適解であることと，以下の関係が成り立つことは等価である．

µ∗ ∈ M+(T ), a(t)T x∗ − b(t) ≥ 0 (∀t ∈ T ),
∫

T

(
a(t)T x∗ − b(t)

)
dµ∗(t) = 0,

x∗ ∈ Kn, c−
∫

T
a(t)dµ∗(t) ∈ Kn, (x∗)T

{
c−

∫

T
a(t)dµ∗(t)

}
= 0. (2.3)

ベクトル x ∈ <nと z ∈ <nが以下の関係を満たすとき，それらは二次錐相補性条件を満た
すという．

x ∈ Kn, z ∈ Kn, xT z = 0. (2.4)

式 (2.3)において二つのベクトルx∗と c− ∫
T a(t)dµ∗(t)は二次錐相補性条件を満たしている．

さらに，二次錐相補性条件を満たすベクトルの組に対して以下の命題が成り立つ．

命題 2.3 二つの n次元実ベクトル xと zが二次錐相補性条件 (2.4)を満たしているとする．
このとき，xと zのスペクトル値に関して以下の三つのいずれかが成り立つ．

(a) 0 = λ1(x) = λ2(x) and 0 ≤ λ1(z) ≤ λ2(z) (i.e., x = 0 and z ∈ Kn),

(b) 0 ≤ λ1(x) ≤ λ2(x) and 0 = λ1(z) = λ2(z) (i.e., x ∈ Kn and z = 0),

(c) 0 = λ1(x) ≤ λ2(x) and 0 = λ1(z) ≤ λ2(z) (i.e., x ∈ bdKn,

z ∈ bdKn, and x ⊥ z).

また，スペクトルベクトルは必ず以下を満たすように選ぶことができる．

v1(x) = v2(z) and v2(x) = v1(z). (2.5)

この命題より，二次錐相補性条件を満たすようなxと zに対するスペクトル分解が次のよう
に書き換えられることが分かる．

x = x̂1ê1 + x̂2ê2, z = ẑ1ê1 + ẑ2ê2. (2.6)

ここで，

x̂1 = λ1(x)/
√

2, x̂2 = λ2(x)/
√

2, ẑ1 = λ2(z)/
√

2, ẑ2 = λ1(z)/
√

2

ê1 =
√

2v1(x) =
√

2v2(z), ê2 =
√

2v2(x) =
√

2v1(z).

である．さらに，以下が成り立つ．

(a) ê1, ê2 ∈ bdKn, ‖ê1‖ = ‖ê2‖ = 1, (ê1)
T ê2 = 0, ê1 + ê2 = (

√
2, 0)T .

(b) 0 ≤ x̂1 ≤ x̂2, 0 ≤ ẑ2 ≤ ẑ1, min{x̂1, ẑ1} = min{x̂2, ẑ2} = 0.



上記の関係式 (b)と (2.6)は，普通の n次元ベクトル空間における成分毎の相補性条件と正
規直交系の関係によく似ている．実際，二つのベクトル xと zが普通の相補性条件：

x ≥ 0, z ≥ 0, xT z = 0,

を満たすならば，すべての iに対して，xi ≥ 0, zi ≥ 0, min{xi, zi} = 0が成り立つ．このよ
うな場合，xと zは，i番目の成分だけが 1で他の成分が 0であるようなベクトル eiを用い
て x =

∑n
i=1 xiei, z =

∑n
i=1 zieiとできる．一方，(2.6)における ê1と ê2は，ベクトル x, z

および二次錐の軸 {(x1, x̃) ∈ <×<n−1 | x̃ = 0}を含む二次元部分空間に対する正規直交基底
になっている．しかしながら，eiは固定されたベクトルであるのに対して，ê1と ê2は (x, z)

に依存することに注意する．

3 Explicit algorithm

本節では，SIP (1.3)を解くために，切除平面アプローチの一つである explicit algorithm

を提案し，その収束定理を与える．
本研究で提案するアルゴリズムでは，各反復において部分問題として次のような有限個

の制約をもつ SOCPを考える．有限個の要素をもつ集合E := {t1, . . . , tm} ⊂ T に対して線
形な SOCP（以降 LSOCP(E)と略す）を以下で定義する．

Minimize cT x

subject to x ∈ Kn, a(tj)
T x− b(tj) ≥ 0 (j = 1, . . . , m).

このとき，双対問題DLSOCP(E)は以下のように書ける．

Maximize
m∑

j=1

b(tj)ν(tj)

subject to ν(tj) ≥ 0, c−
m∑

j=1

a(tj)ν(tj) ∈ Kn.

ここで双対変数 {ν(tj)}m
j=1はm次元の実ベクトルと見なせることに注意する．さらに，主問

題と双対問題のそれぞれの最適値を V (LSOCP(E))および V (DLSOCP(E))と表す．
SIP (1.3)を解く切除平面アプローチの一つとして，まず implicit algorithmが考えられ

る．このアルゴリズムは次のような手順で解を求める． (1) 最初に有限集合 E0 ⊂ T を選
ぶ．(2) 各反復で LSOCP(Ek)を解く．(3) tknew := argmint∈T{a(t)T xk − b(t)}とし，Ek+1を
Ek+1 := Ek ∪ {tknew}となるように更新．(4) 適当な終了条件を満たせば反復を終了．さもな
くば，k := k + 1として (2)に戻る． 実際，implicit algorithm は直感的に理解しやすく収
束解析も比較的容易であるが，反復回数 kが大きくなればなるほど各部分問題の制約の数が
増えていくため，部分問題を解くのにかかる計算コストが大きくなってしまう．このような
欠点を避けるため，本研究では，[15]のアプローチに基いた explicit algorithmを提案する．
このアルゴリズムでは，各反復において有効でない制約を取り除いて行くため，部分問題の
制約の数をある程度以下に抑えることができる．より詳細なステップは以下のようになる．



アルゴリズム 3.1

Step 0 有限個の点E0 := {t01, . . . , t0m0
} ⊂ T を選ぶ．また，LSOCP(E0)を解き，

最適解 x0を得る．k := 0とする．

Step 1 もし，mint∈T{a(t)T xk − b(t)} ≥ 0であるならば，反復を終了する．そ
うでなければ，次のように値を更新する．

tknew := argmin
t∈T

{
a(t)T xk − b(t)

}
and E

k+1
:= Ek ∪ {tknew}．

Step 2 LSOCP(E
k+1

)とDLSOCP(E
k+1

)を解き，最適解xk+1および{νk+1(t) | t ∈
E

k+1}を得る．
Step 3

Ek+1 := {t ∈ E
k+1 | νk+1(t) > 0}

とする．k := k + 1とおき Step 1 に戻る．

Step 2では LSOCP(E
k+1

)とDLSOCP(E
k+1

) は既存の手法を用いて同時に解くことができ
る．さらに，xk+1は LSOCP(Ek+1)の解にもなっていることに注意する．Step 3では，相補
スラック条件より νk+1(t) > 0であるような任意の tに対して a(t)T x− b(t) = 0であるため，
xkにおける非有効制約が取り除かれている．このステップが implicit algorithmとの最も大
きな違いである．実際，Step 3における更新規則がEk+1 := E

k+1 で置き換えられたら，上
のアルゴリズムは implicit algorithmに他ならない．
アルゴリズムの収束を論ずる前に，いくつか記号を定義する．{xk}と {νk}をアルゴリ

ズム 3.1 で生成される点列とする．このとき，

Zk := {t ∈ E
k | νk(t) = 0}, yk(t) := a(t)T xk − b(t), zk := c− ∑

t∈Ek

a(t)νk(t)

とおく．明らかにEk ∪ Zk = E
kとEk ∩ Zk = ∅ が成り立つ．さらに，相補スラック条件よ

り以下が従う．

νk(t) ≥ 0, yk(t) ≥ 0, νk(t) yk(t) = 0, (∀t ∈ E
k
)

xk ∈ Kn, zk ∈ Kn, (xk)T zk = 0.

そこで，各反復点 xkおよび zkを (2.6)と同様の方法で次のように分解する．

xk = x̂k
1ê

k
1 + x̂k

2ê
k
2, zk = ẑk

1 ê
k
1 + ẑk

2 ê
k
2.

一般的に (êk
1, ê

k
2) 6= (êk+1

1 , êk+1
2 )であることに注意する．さらに，以下のような添字集合を

定義する．

Uk
+ := {i ∈ {1, 2} | x̂k

i > 0}, Uk
0 := {i ∈ {1, 2} | x̂k

i = 0}.
各 i = 1, 2に対して，min{x̂k

i , ẑ
k
i } = 0であることから，i ∈ Uk

+ならば ẑk
i = 0であることに

注意する．また，x̂k
1 ≤ x̂k

2であるので，以下の３つのケースしか存在しないことが分かる．

(i) Uk
0 = ∅, Uk

+ = {1, 2}, (ii) Uk
0 = {1}, Uk

+ = {2}, (iii) Uk
0 = {1, 2}, Uk

+ = ∅.
次にアルゴリズム 3.1の収束を証明するのに必要な仮定と補題を与える．まず，以下の仮

定を考える．



仮定 A すべての kに対して，(i) LSOCP(E
k
)およびDLSOCP(E

k
) は唯一の解をもち，(ii)

V (LSOCP(E
k
)) = V (DLSOCP(E

k
))を満たす．

LSOCP(E
k
)およびDLSOCP(E

k
)の実行可能領域は，多面体と二次錐（もしくはそのアフィ

ン変換）との共通集合であるため，(i)は通常成り立つ．また，(ii)は言うまでもなく強双対
性のことであり，これも多くの場合で成立する．以上の仮定の下で，次の補題が成り立つ．

補題 3.1 仮定Aが成り立つとする．このとき，すべての k ≥ 0に対して以下が従う．

(a) V (LSOCP(Ek)) < V (LSOCP(Ek+1)),

(b) tknew ∈ Ek+1.

ここで，(a)は部分問題の最適値が単調増加していることにほかならないが，すべての kに対
して V (LSOCP(Ek))は SIP (1.3)の最適値 V (SIP)以下であるため，以下の関係が成り立つ．

V∞ := lim
k→∞

V (LSOCP(Ek)) ≤ V (SIP). (3.1)

また，(b)は t = tknewに対応する不等式制約が xkにおいて有効であることを意味している．
次の補題は，部分問題の最適値のステップ毎の増分を評価したものである．

補題 3.2 仮定Aが成立するとする．このとき，以下の等式が成り立つ．

V (LSOCP(Ek+1))− V (LSOCP(Ek)) =
∑

t∈Zk+1

yk+1(t)νk(t) + (zk)T xk+1

= −(zk+1)T xk − yk(tknew)νk+1(t
k
new).

次に，以下のような仮定をさらに導入する．

仮定 B ある十分大きい数M > 0および十分小さい数 δ > 0が存在し，任意の k ≥ 1に対し
て以下が成り立つ．

(a) ‖xk‖ ≤ M , ‖zk‖ ≤ M .

(b) 任意の t ∈ Ekに対して νk(t) ≥ δである．

(c) 各 i = 1, 2に対して δ ≤ max{x̂k
i , ẑ

k
i } ≤ M が成り立つ．

(d) もしxk ∈ bdKnかつxk 6= 0ならば，ある t ∈ Ekが存在してa(t)T êk
2 ≤ −δ

もしくは a(t)T êk
2 > 0が成り立つ．

(e) もし xk ∈ intKnならば，λmin(HkH
T
k ) ≥ δが成り立つ．ここで，λminは最

小固有値を意味し，行列Hkは次のように定義されるものとする．

Hk :=
(
a(tk1), . . . , a(tkmk

)
)
∈ <n×mk (3.2)

ただし，Ek = {tk1, . . . , tkmk
}である．



仮定 B (a)は生成された点列が有界であることを，仮定 B (b)および (c)は各部分問題の解
に対して相補性条件が十分狭義に成り立つことを意味している．さらに，仮定 B (c)および
min{x̂k

i , ẑ
k
i } = 0より以下が成り立つことに注意する．

i ∈ Uk
0 ⇐⇒ x̂k

i = 0, ẑk
i ≥ δ,

i ∈ Uk
+ ⇐⇒ x̂k

i ≥ δ, ẑk
i = 0.

仮定 B (d)および (e)はある種の正則性を主張しており，多くの場合でこれらの仮定は成立
する．次の補題は，仮定 Bがさらに成り立つとき，添字集合 Uk

+および Uk
0 が十分大きな任

意の kに対して不変であることを主張している．

補題 3.3 アルゴリズム 3.1で生成される点列に対して仮定AおよびBが成立するとする．こ
のとき，ある自然数 kが存在して，任意の k ≥ kに対して以下を満たす．

Uk
+ = Uk+1

+ , Uk
0 = Uk+1

0 .

この補題を用いて，本節で最も重要な定理を導く．

定理 3.1 仮定Aおよび Bが成立するとする．このとき．アルゴリズム 3.1で生成される点
列 {xk} の任意の集積点は SIP (1.3)の解となる．

式 (3.1)に注意すると，この定理は各部分問題の最適値の列 {V (LSOCP(Ek))}が SIP (1.3)の
最適値 V (SIP)に収束することを含んでいることが分かる．

4 数値実験
本節では，数値実験の結果をいくつか報告する．アルゴリズム 3.1を計算機に実装するに

あたって，パラメータを次のように定めた．Step 0ではE0の要素数は n + 1とした．また，
各要素は集合 T の中からランダムに選んだ．Step 1では tknewを二分割法とニュートン法を
組み合わせることにより求めた．また，終了条件はmint∈T{a(t)T xk − b(t)} ≥ −10−8と緩和
した．Step 2では LSOCP(E

k+1
)とDLSOCP(E

k+1
)を [11]で提案されている SOCCPに対

するアルゴリズムを用いて解いた．Step 3では条件 νk+1(t) > 0を νk+1 > 10−8に緩和した．
また，アルゴリズムはMATLAB 7.0で記述し，Intel(R) Xeon(TM) CPU 3.60GHz および
2GB RAMのスペックをもつ計算機上で動かした．
最初の実験では，SIP (1.3)に対して，

a(t) :=



−(2t− 1.13)2 − 1.03

−(2t− 0.98)3

(2t− 1.05)2 − 0.9


 , b(t) := −(2t− 1.08)2 − 1.1, (4.1)

T = [0, 1]とした．さらに，目的関数におけるベクトル cの候補として，c1 = (1, 0, 0)T ,

c2 = (−0.88, 0.23, −0.98)T , c3 = (−0.79,−0.35,−0.03)T の３つを選んだ．得られた結果を
表 1に示す．ここで，λ1(x

∗)および λ2(x
∗)は最適解 x∗におけるスペクトル値を，]iteは反



表 1: Obtained results for SIP with (4.1)

c λ1(x
∗) λ2(x

∗) ]ite cpu(s)

c1 0 0 0 0.010

c2 0 1.495 2.45 0.209

c3 0.900 1.139 9.94 1.010

復回数を，cpu(s)はCPU時間を表す．なお，]iteと cpu(s)の値は，各 ci (i = 1, 2, 3)に対し
て，集合E0の要素と部分問題を解くために用いた初期点をランダムに変えて行った 100回
の試行に対する平均値である．

c = c1のときは最適解 x∗が原点と一致し，任意の t ∈ T に対して a(t)T x∗ − b(t) > 0で
ある．さらに，100回すべての試行において，最初に集合E0を選んだ時点で終了条件が満た
されてしまうことが分かる．c = c2のときは，x∗ = (0.747,−0.654, 0.361)T であり，スペク
トル値は 0 = λ1(x

∗) < λ2(x
∗)を満たす．すなわち，最適解 x∗は二次錐の境界に位置する．

さらに，x∗において不等式制約a(t)T x− b(t) ≥ 0は幾つかの t ∈ T で等式を満たす，すなわ
ち有効である．また，反復回数やCPU時間が比較的少ないことも見てとれる．c = c3のと
きは，最適解は x∗ = (1.019, 0.118,−0.020)T であり，スペクトル値は 0 < λ1(x

∗) < λ2(x
∗)

である．このことは，x∗が二次錐の内部に位置し，二次錐制約x ∈ Knが効いていないこと
を意味する．この場合，反復回数やCPU時間が c = c2の場合に比べてかなり大きくなって
いる．
次の実験では，以下の二つの SIPを解いた．

Minimize
7∑

i=1

xi

i

subject to x ∈ K7,
7∑

i=1

ti−1xi ≥
4∑

i=0

t2i (∀ t ∈ [0, 1]).

(4.2)

Minimize h

subject to

(
h

x

)
∈ K8, h ≥

∣∣∣∣∣
7∑

i=1

ti−1xi − sin
(

5πt

6

)∣∣∣∣∣ (∀ t ∈ [0, 1]).
(4.3)

なお，問題 (4.3)は関数 f(x) := maxt∈[0,1]{‖x‖, |∑7
i=1 ti−1xi − sin(5πt/6)|} に対する制約無

し最適化問題と等価であることに注意されたい．実際，問題 (4.3)は SIP (1.3)の形にはなっ
ていないが，c = (1, 0, . . . , 0)T ∈ <8, T = [0, 1] ∪ [2, 3],

a(t) :=





(
1, 1, t, t2, . . . , t6

)T
if t ∈ [0, 1]

(
1,−1,−(t− 2),−(t− 2)2, . . . ,−(t− 2)6

)T
if t ∈ [2, 3]

0 otherwise ,

b(t) :=





sin
(

5πt

6

)
if t ∈ [0, 1]

− sin

(
5π(t− 2)

6

)
if t ∈ [2, 3]

−∞ otherwise .

とすることにより SIP (1.3)に帰着できる．得られた結果を表 2に示す．各列の表記は表 1と
同様である．まず，すべての試行に対して，SIP (4.2) が 1回の反復のみで解を得ていること



表 2: Obtained results for SIPs (4.2) and (4.3)

SIP λ1(x
∗) λ2(x

∗) ]ite cpu(s)

(4.2) 0 3.275 1 0.259

(4.3) 0 0.903 4.09 0.603

が観察できる．実際，解 x∗において集合E∗ := {t ∈ T |a(t)T x∗ − b(t) = 0}はE∗ = {1}と
なるが，これが T の端点であることが１回の反復で解が得られる大きな原因ではないかと予
想される．一方，SIP (4.3)に対しては，反復回数が４～５回となり，これは最初の有限集合
E0に依存する．さらに，解x∗においてE∗ = {0.540} となり，これは T の端点ではない．

5 まとめと今後の課題

本論文では，二次錐制約と線形関数を含む半無限計画問題に対して切除平面アプローチ
の一つである explicit algorithmを提案した．さらに，その収束性を適当な仮定の下で示し
た．特に，収束解析にあたって，スペクトル分解に基づいたある種の座標系を導入した．ま
た，数値実験では，提案したアルゴリズムが効率的に解を見つけることが分かった．今後の
課題として，提案手法を二次錐の直積制約をもつ SIPへ拡張することが考えられる．実際，
本論文ではx ∈ Knという制約を考えたが，実際の状況では，x ∈ Kn1 ×Kn2 × · · · ×Knm と
いった直積制約を考慮することがしばしば必要となってくる．その場合，アルゴリズム自体
は同様に構築できるが，その解析はより複雑になることが予想される．
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